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1 Introduction et rappels

1.1 Introduction

Le but de ce travail est d’étudier les groupes de matrices sur un corps et sur un anneau.
Nous nous intéresserons en particulier a ’existence de quotients non-triviaux.

Il est bien connu qu’un nombre premier est un naturel qui ne posséde que deux diviseurs.
Par ailleurs, en théorie des groupes, nous avons également une relation de divisibilité. En
effet, si H < G, le quotient G/H définit un groupe si et seulement si H est un sous-groupe
normal de GG. Nous pouvons dés lors définir le correspondant des nombres premiers en
théorie des groupes. Nous dirons donc qu’un groupe est simple, s’il n’est divisible que par
{1} et par lui-méme, c’est-a-dire qu’il ne posséde aucun sous-groupe normal non trivial.
Nous sommes alors amenés 4 nous poser une question légitime : connaissons-nous des
exemples de groupes simples ? Evidemment, grace au théoréme de Lagrange, il est trivial
de citer {1} et tous les groupes d’ordre premier. Mais y en a-t-il d’autres? Et comment
vérifier qu’un groupe est simple ? Cette derniére question n’est en général pas évidente.

Iwasawa, mathématicien japonais du XX¢ siécle, a trouvé une famille d’exemples de
groupes simples en travaillant sur le groupe des matrices de déterminant 1. Nous désigne-
rons par SL,(R) et SL,(Z) les groupes des matrices n X n de déterminant 1 sur R et Z
respectivement. Puisque le centre de ces groupes n’est pas réduit a l’identité si n est pair,
nous ne pouvons pas dire qu’ils sont simples. C’est pourquoi, nous nous intéresserons aux
quotients de ces groupes par leur centre que nous noterons PSL,(R) et PSL,(Z) respec-
tivement. Grace & 'inversibilité de tous les éléments non nuls de R, Iwasawa prouva, pour
n > 2, que PSL,(R) est simple. Il généralisa méme ce résultat aux corps K quelconques,
sous la condition n > 2 ou |K| > 3. Dans la premiére partie de ce travail, nous présenterons
une démonstration compléte de ce théoréme, en établissant au préalable une proposition
assurant, sous quelques hypothéses, la simplicité d’un groupe quelconque. Nous vérifierons
donc ensuite ces hypotheéses dans le cas du groupe PSL,, (K).

Malheureusement, Z n’étant pas un corps, nous ne pouvons pas conclure que PSL, (Z)
est également simple. De plus, pour chaque m € Ny, l'ensemble N, ,, des matrices de
SLy,(Z) qui sont congrues a l'identité modulo m, forme un sous-groupe normal non tri-
vial de SL,(Z). En passant au quotient, nous venons donc de trouver une infinité de
sous-groupes normaux non triviaux de PSL,(Z). Cependant, le mathématicien allemand
Mennicke, prouva, en 1960, que tout sous-groupe non trivial de SL,(Z) contient un sous-
groupe de la forme Ny, ,,,. Ce théoréme n’est valide que si n > 2. Nous montrerons en effet
un contre-exemple pour le cas n = 2. Comme corollaire du théoréme de Mennicke, nous
pouvons dire que tout quotient non trivial de SL,(Z) est d’ordre fini. Dans la seconde
partie du travail, nous présenterons une démonstration détaillée du théoréme de Mennicke,
en procédant par induction sur n > 3. La preuve sera basée sur un résultat de Brenner,
qui assure que I’ensemble N,, ., est le plus petit sous-groupe normal de SL,(Z) contenant
la matrice I + mesp, ol e9; est la matrice dont 'entrée (2, 1) est 1, les autres étant nulles.
Nous terminerons en montrant que ’hypothése n > 3 est essentielle & la validité du théo-
réme de Mennicke. En effet, nous verrons que ses conclusions ne sont pas satisfaites par le
groupe SLa(Z).



1. Introduction et rappels

On peut conclure que les groupes de matrices ont tendance & admettre peu de quotients
non-triviaux. Dans le cas de coefficients dans un corps (d’ordre au moins 4), les groupes
de matrices PSL,(K) sont méme simples. En passant & des coefficients dans 'anneau
des entiers, on a vu que les groupes PSL, (Z) cessent d’étre simples : ils admettent des
quotients de congruence. Toutefois, le théoréme de Mennicke assure que ces quotients sont
en fait essentiellement les seuls possibles pour les groupes de matrices n x n avec n > 2.
La conclusion que les groupes de matrices sur les entiers ont "peu de quotients" s’impose
donc & nouveau, a ceci prés qu’il faut dans ce cas exclure le groupe des matrices 2 x 2
qui, sur les entiers, admet beaucoup plus de quotients. Insistons donc sur le fait, quelque
peu surprenant, que la différence entre les comportements des matrices 2 X 2 et n X n avec
n > 2 apparait de facon cruciale sur les anneaux, alors qu’elle ne joue aucun role sur les
corps d’ordre au moins 4.

1.2 Rappels
Dans cette section, nous rappellerons quelques résultats utilisés dans la suite. Commen-
cons par de I'arithmétique :
Définition 1.1. Soit a € R. La partie entiére de a est notée |a].
Définition 1.2. Soient a,b € Z. Si a divise b, nous écrirons a | b.

Définition 1.3. Soient a,b,m € 7Z tels que m # 0. On dit que a est congru @ b modulo
m si et seulement si m divise a — b. On notera alors

a=b (modm).
De méme, sin € Ny, A = (a;;) € Z"" et B = (b;;) € Z"*", alors A = B (mod m) si et
seulement si pour tout i,j € {1,...,n}, a;; = bj; (mod m).

Définition 1.4. Soit I un ensemble d’au moins deux éléments et des entiers x; € Z, 1 €
non tous nuls. Alors
(l’i, 1€ I)

désigne le plus grand commun diviseur (p.g.c.d.) des entiers x;.

Proposition 1.1 (Algorithme d’Euclide). Soit I un ensemble fini d’au moins deuz élé-
ments et des entiers x; € Z, i € I non tous nuls. Notons d = (x;,i € I). L’algorithme
susvant permet de calculer d en un nombre fini d’opérations du type x; — x; ou x; + x5, ol
t,jel

1. Soit j € I tel que xj = min{|z;| | i € I, z; # 0}.

2. Si|xj| =d, aller au point 4.

3. Pour tout i € I\ {j}, remplacer x; par x; — B—;J xj. Aller au point 1.
J.

Sixj = d, nous avons fini. St x; = —d, en appliquant la méme transformation qu’au
point 3, nous obtenons un i € I\ {j} tel que x; = 0. Il suffit alors de remplacer z;
par x; — Xj.

Lemme 1.2 (Bézout). Soit I un ensemble d’au moins deux éléments et des entiers x; € Z,
i € I non tous nuls. Alors, il existe J C I fini et k; € Z pour tout j € J tels que

ijxj = (l’i,i S I).

jed
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Définition 1.5. Soit n € Ny. Le cardinal de {k € N |1 < k <n, (k,n) = 1} est noté
¢(n).

Proposition 1.3. Soit n € Ny et soit n = Hﬁzl p;t la factorisation premiére de n. Alors,

@(n)-n}i{(l—é).

Définition 1.6. Soient a,n € Ng deux naturels premiers entre eux. L’ ordre de a modulo
n est le plus petit entier strictement positif m tel que a™ =1 (mod n). Le fait que a soit
premier avec n garantit [’existence de ce nombre.

Proposition 1.4. Soient a,n € Ny deuz naturels premiers entre eux. Notons m ['ordre de
a modulo n. Alors m | p(n).

Théoréme 1.5 (Dirichlet). Soient a,b € Ny deux naturels premiers entre eux. Alors il
existe une infinité de nombres premiers p tels que p = a (mod b).

Passons maintenant aux rappels sur la théorie des groupes. Nous ne mentionnons évi-
demment pas toute la théorie utilisée ici. Pour plus de détails, voir [2].

Définition 1.7. Soit G un groupe. Le sous-groupe dérivé de G, noté |G, G], est le plus
petit sous-groupe de G contenant tous les éléments de la forme aba™'b~" ot a,b € G.

Théoréme 1.6 (Lagrange). Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors

G|
G:H|l=—.

Théoréme 1.7 (Troisiéme Théoréme d’isomorphisme). Soient G un groupe et H C K C
G avec K <G et H<1G. Alors K/H est un sous-groupe normal de G/H et il y a un
isomorphisme

G/K ~ Ii//I}{I






2 Simplicité des groupes des matrices sur
un corps

Nous étudierons dans ce chapitre le groupe des matrices n x n de déterminant 1 définies
sur un corps K. Nous 'appellerons le groupe spécial linéaire d’ordre n sur K et nous le
noterons S L, (K). Nous verrons que le centre de ce groupe est le sous-groupe des matrices
scalaires de SL,(K), c’est-a-dire les multiples de la matrice identité. Nous définirons éga-
lement le groupe projectif spécial linéaire, PSL,,(K), comme étant le quotient de SL,,(K)
par son centre.

Nous introduirons aussi la notion de groupes simples, c’est-a-dire, de groupes qui ne
possédent pas de sous-groupe normal non trivial. Un groupe simple est donc un groupe qui
ne peut pas étre divisé de facon non-triviale. Par analogie, les groupes simples sont aux
groupes quelconques, ce que les nombres premiers sont aux entiers.

Le but de ce chapitre sera de prouver le théoréme d’Iwasawa qui affirme que PSL,(K)
est un groupe simple, sauf dans le cas n = 2 et |K| < 3.

2.1 Quelques propriétés des actions de groupe

Le but de cette section est d’établir quelques propriétés sur les actions de groupe afin de
les utiliser dans le cas particulier des matrices de déterminant 1.
Ici, G désignera un groupe quelconque, S un ensemble et

o:GxS—S

une action de groupe.

Commencons par quelques définitions :

Définition 2.1. L’action e est dit transitive si et seulement si pour tout x1,x9 € S, il
existe g € G tel que g ® x1 = xo.

L’action e est dit k-fois transitive si et seulement si pour tout (x1,...,zx), (Y1,-..,Yx) €
Sk k-uples d’éléments distincts de S, il eviste g € G tel que, pour tout i € {1,...,k},

gexr;, =1Y;.

Il suit immeédiatement de cette définition qu’étre 1-fois transitive est équivalent & étre
transitive.

Définition 2.2. Si7w(S) est une partition de S, on dit que 7w(S) est stable par l’action de
G sur S si et seulement si, pour tout g € G et pour tout A € w(S),

geA:={gealac A} en(9).
Exemple 2.1. Les partitions de S
m(S) :={{s} | s € S} et m(S) := {5}, (2.1)

sont stables par I'action de G sur S.
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

Définition 2.3. Si les seules partitions de S stables par laction de G sur S sont my(S) et
m1(S), on dit que o est primitive.

Le lemme suivant caractérise les actions primitives :

Lemme 2.1. Si e est transitive, alors e n’est pas primitive si et seulement si il existe
AG S tel que |A] > 2 et pour tout g€ G, ge A=A ouge ANA=0.

Démonstration. Supposons d’abord que e n’est pas primitive. Donc, il existe une partition
7(S) de S différente de mp(S) et de 71 (S) qui est stable par 'action de G sur S. Donc, il
existe A € 7(S5) tel que A # S et |A| > 2. Soit g € G. 1l faut montrer que go A = A ou
ge AN A = . Supposons que go® AN A # &. Comme 7(5) est stable par l'action de G
sur S, ge A € 7(S). Comme 7(S) est une partition, ge A = A.

Dans l'autre sens, supposons qu’il existe A ; S tel que |A| > 2 et pour tout g € G,
geA=Aouge AN A = @. Prouvons que 7(S) := {ge A | g € G} est une partition de S :
SigeG,ge A+ I car A+ D.

D’autre part, si s € S : on sait qu’il existe a € A et comme e est transitive, il existe g € G
tel que gea =s. Donc s € ge A.

Enfin, si g, ¢’ € G sont tels que ge A # ¢’ ® A, prouvons par I'absurde que ge ANg'e A = & :
Supposons qu’il existe a,a’ € A tels que goea = ¢ e a’. Alors a = g~ !¢’ @ a’. Donc
(g7'g') @ AN A # @. Par conséquent, (g 'g') @ A= A, et donc g’ e A = ge A, ce qui est
absurde. Donc 7(.S) est une partition de S.

De plus, sig,g' € G, g e (ge A) = (¢'g) @ A € 7(S). Donc 7(S) est stable par 'action de G
sur S.Or, 1le A=A e n(S), A#S et |A] > 2. Dés lors, w(S) # mp(S) et 7(S) # m1(S).
L’action e n’est donc pas primitive.

O
Rappelons les notions de stabilisateur et d’orbite :
Définition 2.4. Soit x € S. Le stabilisateur de x est le sous-groupe
Gy ={9€G|gex=uzx}. (2.2)
Définition 2.5. Soit x € S. L’ orbite de x est l’ensemble
w(z)={yeS|IgeqG, gex =y} (2.3)

Il est trivial de vérifier que les orbites forment une partition de S.

Définition 2.6. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est un sous-groupe mazximal
de G si et seulement si il n’existe pas de sous-groupe K de G tel que H ; K ; G.

Exemple 2.2. Si S, est le groupe symétrique d’ordre n (le groupe des permutations de
n éléments), et si A, est le groupe alterné sur n éléments (sous-groupe des permutations
paires) ; alors, par le théoréme de Lagrange, A, est un sous-groupe maximal de S,, (voir
[2], pages 43 et 54).

Gréce a cette définition, nous avons une autre caractérisation des actions primitives :

Proposition 2.2. Si e est transitive, alors e est primitive si et seulement si pour tout
x €8, Gy est un sous-groupe maximal de G.

12



2.1. Quelques propriétés des actions de groupe

Démonstration. Supposons d’abord qu’il existe « € S tel que G, n’est pas un sous-groupe
maximal de GG. Donc il existe un sous-groupe H de G tel que G, ; H ; G. Soit A =
{hex |he H} CS.Soity e G\H.Siyex € A, alors il existe h € H tel que yez = hex,
donc (h~'y) e 2 = z. Par conséquent, h~'y € G, C H. Donc y € H, ce qui est absurde.
Donc yex € S\ A, et donc AG S.
De plus, lex =z € A. Soit z € H\ G,. Donc zex # x et zex € A. Donc |A| > 2.
Soit g € G. Prouvons que ge A= Aouge ANA=0:
Supposons que ge® AN A # @. 1l existe donc h,h' € H tels que g e (hex) = h' e z. Par
conséquent, h'~tgh € G, C H, ce qui implique que g € H. Donc ge A = A.
On peut dés lors utiliser le lemme 2.1, et en déduire que e n’est pas primitive.

Dans l'autre sens, supposons que e n’est pas primitive. Soit A ; S donné par le lemme
2.1. Soit & € A. Prouvons que GG, n’est pas un sous-groupe maximal de G :
Soit H={g€ G|ge A= A}. 1l est évident que H est un sous-groupe de G.
Montrons que G, C H : Soit g € G,. Donc gexz = x. Comme x € A, ge AN A # @&. Donc,
par définition de A, ge A = A, donc g € H et par conséquent, G, C H
De plus, comme |A| > 2, il existe 2’ € A tel que 2/ # . Par transitivité de e, il existe
g1 € G tel que g1 ex = 2’. Donc ¢1 ¢ G,. Pourtant, 2’ € gy @ AN A, donc g1 ¢ A = A et
donc g1 € H. Nous pouvons donc en déduire que G ; H
Il reste & montrer que H # G : Comme A # S, il existe s € S\ A. Par transitivité de e, il
existe go € G tel que g e x = s. Donc g2 @ A # A. Par conséquent, g2 ¢ H. Ce qui conclut
la preuve.

O

Lemme 2.3. Si e est 2-fois transitive, alors e est primitive.

Démonstration. Prouvons-le par 'absurde : Supposons que e n’est pas primitive. Soit A ;
S donné par le lemme 2.1. Comme |A| > 2, on peut trouver z,y € A tels que = # y.
Comme A # S, il existe z € S\ A. Donc z # z. Comme o est 2-fois transitive, il existe
ge Gtelque gexr =x et goey = z. Donc z € ge AN A. Donc, par définition de A,
ge A=A, ce qui est absurde car gey = z ¢ A.

O

Lemme 2.4. Soit H un sous-groupe normal de G tel que
H ¢ Ker(e) :={geG|gex=xVre S}
Si e est primitive, alors sa restriction ¢ H est une action transitive sur S.

Démonstration. Soit e’ la restriction de e a H. Nous savons que les orbites de o forment
une partition de S. Prouvons que cette partition est stable par 'action de G sur S : Soient
g € G et x € S. 1l faut prouver que g ® wy () est une orbite pour o'. Pour cela, montrons
que g ® we () = wer(g @ ) : Nous savons que

gewn(a)={gehex|he H)

et
we(gex)={hegex|hec H}.

Or, comme H est un sous-groupe normal de G, gH = Hg, et donc gews () = we (gex). La
partition des orbites de o’ est donc stable par Paction de G sur S. Or, puisque H ¢ Ker(e),
il existe h € H et x € S tels que hex # x. Donc we (x) # {x}. Donc la partition considérée
n’est pas m(S). Comme o est primitive, la partition considérée est m1(S). Il n’y a donc
qu’une seule orbite pour o’. Donc o’ est transitive.

0
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

Lemme 2.5. Si H un sous-groupe de G tel que la restriction de ® a H est transitive, alors
pour tout x € S, G = HG,.

Démonstration. Soit x € S. Il faut montrer que G = HG,. Soit g € G. 1l faut donc prouver
qu’il existe h € H et k € G tels que g = hk. Comme la restriction de e & H est transitive,
il existe h € H tel que hex = gex. Donc h™'g € G,. Pour conclure, il suffit de poser
k=h"lg.

O

Définition 2.7. On dit que G est simple si et seulement si les seuls sous-groupes normauz

de G sont {1} et G.
Exemple 2.3. Grace au théoréme de Lagrange, tout groupe fini d’ordre premier est simple.
Définition 2.8. Le groupe G est parfait si et seulement si G =[G, G].

Proposition 2.6. Le groupe G est parfait si et seulement si G est le seul sous-groupe
normal K de G tel que G/K est abélien.

Démonstration. Supposons d’abord que G est parfait. Soient K <G tel que G/ K est abélien
et a,b € G. Alors,

[a,b] K = (aK)(bK) (a7 'K) (b7'K) = (aK) (e 'K) (bK) (b7 'K) = 1K.

Or, puisque G est parfait, il est engendré par les éléments de la forme [a,b] on a,b € G.
Donc G/K = {1K}, ce qui implique que K = G. Dans l'autre sens, nous savons que
[G,G] < G et que G/[G,G] est abélien (voir [2], page 33). Donc G = [G, G].

O

La derniére proposition de cette section va nous permettre de prouver que certains
groupes sont simples. La fin de ce chapitre va avoir pour but de vérifier toutes les hypothéses
de celle-ci dans le cas particulier des matrices de déterminant 1.

Proposition 2.7. Supposons que o est primitive, que G est parfait et qu’il existe x € S tel
que G contienne un sous-groupe normal abélien A, tel que G est engendré par les éléments
de la forme gazg—' ot g € G et a, € A,. Soit K := Ker(e). Alors G/K est simple.

Démonstration. Etant donné qu’une action peut étre vue comme un morphisme ¢ : G —
S(S) ou (S(5), 0, Idg) est le groupe des permutations sur S (voir [2], page 45) ; Ker(e) =
Ker(¢) < G. G/K est donc bien défini.

Prouvons maintenant par 'absurde que G/K est simple : Supposons qu’il existe un sous-
groupe normal H' de G/K tel que H' # {K} et H # G /K. Posons

H={heG|hK € H'}.

Comme H' est un sous-groupe normal de G/K, il est évident que H est un sous-groupe
normal de G. De plus, comme H' # {K}, H ¢ K. Donc, comme e est primitive, par le
lemme 2.4, on peut dire que la restriction de e & H est transitive. Donc, par lemme 2.5,
G =HG,.

Montrons que H A, est un sous-groupe de G :

Il est évident que 1 € HA,.

De plus, si h € H et a € A,

atht=athlaa € HA,

14



2.2. SL,(K), ses générateurs et son centre

car a~'h~'a € H puisque H est un sous-groupe normal de G.
Enfin, si h,h' € H et a,d’ € A,,

hah'a' = hah'a tad' € HA,

car ah’/a”! € H puisque H est un sous-groupe normal de G.
Remarquons que si g € G et si a € Az, comme G = HG,, il existe h € H et ¢’ € G, tel
que g = hg'. Donc

gagil _ hg/ag/—lhfl —h (g/ag/—l) Bl (g/ag/—l)—l (g/ag/—l) _

Comme A, est un sous-groupe normal de G, g'ag’~' € A,. Donc comme, H est un sous-
groupe normal de G, gag~! € HA,. Or, G est engendré par les éléments de la forme ga,g~!
ougeGeta, € Ap. Donc G = HA,.
Soient g1, g2 € G. Alors, il existe hy, ho € H et a1,as € A, tels que g1 = hiay et go = haas.
Donc

919291 95 = hiarhaagay 'hytay thy '

Or, A, est abélien. Donc

919291 95 ' = hiarhgay tashy tay thy '
Puisque H est un sous-groupe normal de G, glgggflggl € H. Or, G = |[G,G]. Donc G
est engendré par les éléments de la forme g1 9297 ! 9y Lou g1,92 € G. Dés lors, H = G. Par
conséquent, H' = G/K, ce qui est absurde.
O

2.2 SL,(K), ses générateurs et son centre

Dans la suite de ce chapitre, K sera un corps commutatif quelconque et n > 2 un nombre
naturel. Afin de pouvoir utiliser certaines définitions et propositions dans le chapitre sui-
vant, nous nous intéresserons aussi aux cas des matrices définies sur un anneau commutatif.

Définition 2.9. Si R est un anneau commutatif, le groupe spécial linéaire d’ordre n
sur R est

SLn(R) := {A € R™" | det(A) = 1}. (2.4)

Pour vérifier que SL,(R) est un groupe, il suffit de remarquer que si A,B € R"™",
det(AB) = det(A)det(B) et que toute matrice de SLy(R) est inversible au vu de la
construction de leur inverse grdace & la méthode des cofacteurs.

Dans le cas particulier ot R est un corps, nous pouvons remarquer que SLy(K) est le
noyau du morphisme de groupe

det : GL,(K) :={A € K" | det(A) # 0} - K*: A — det(A). (2.5)
Définissons quelques matrices particuliéres dans SL,(R) :

Définition 2.10. Soit R un anneau commutatif. Notons alors ej; € R"*"™ la matrice ol
toutes les entrées sont nulles, sauf celle en position (i,j) qui vaut 1.

Définition 2.11. Soit R un anneau commutatif. Si b € R et i,j € {1,...,n} tels que
i # j, notons Tjj(b) € R™™™ la matrice définie par

T; (b) =1+ beij. (2.6)

Il suit immédiatement de cette définition que Tj;(b) € SLy(R).
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

Prouvons divers lemmes faciles, mais trés utiles sur ces matrices particuliéres :

Lemme 2.8. Soient i,j,k,l € {1,...,n}. Alors
eijer = 0jkeil, (2.7)
ot 01, est le symbole de Kronecker.

Démonstration. Cela suit immédiatement de la définition 2.10 et du produit matriciel.
O

Lemme 2.9. Soient R un anneau commutatif, b € R et i,j € {1,...,n} tels que i # j.
Alors
T (b) = Ty (—b). (2.8)

ij

Démonstration. On sait que
(I — beij)(l + beij) =1+ beij — beij — b2€¢j€ij =1,

par le lemme 2.8.
De méme,

(I +bei;)(I —beyj) =T — bejj + bejj — bejjeij = 1.
Donc

T1(b) = I —bey; = Tyj(—b).

v

O

Définition 2.12. Soient R un anneau commutatif et i,j € {1,...,n} tels que i # j.
Notons alors Pi; € R™*™ la matrice définie par

Pij = (I +eij)(I —eji)(I + eij) (I — 2e4). (2.9)
Lemme 2.10. Soient i,j € {1,...,n} tels que i # j. Alors
Pij =1+ e;5 +ej; — e — €jj. (2.10)
Démonstration. D’aprés la définition 2.12 et le lemme 2.8, on peut déduire que

Pij = (I + €)1 — ;i) (1 + €ij) (I — 2eq;)
= (I — eji + e — eiu) (I — 2ei; + eij)
=1 — 2e;; + e;j — eji + 2ej; — ej; + €5 — €y + 2e5 — ey
=TI+ eij +eji — eii — ejj,

ce qui nous donne le résultat attendu.
O

Lemme 2.11. Soient R un anneau commutatif, b € R eti,j,k € {1,...,n} tels que i, j, k
sotent deux & deux distincts. Alors

Tw(b)(f — 26“‘) = (I — 2€ii)Tij(_b); (2.11)
Tij(0)(I — 2¢j;) = (I — 2¢;;)T3;(—D) (2.12)
et
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2.2. SL,(K), ses générateurs et son centre

Démonstration. 11 suffit simplement de remarquer que, par le lemme 2.8,
Tii(b)(I — 2e43) = (I + beyj) (I — 2e;)
=1 —2ey + bejj

= (I —2e4)(I — bejj)
= (I — 2€;i)Ti;(—b)
et
Tij (0)(I — 2ej;) = (I + bey;) (I — 2ej5)
= I — 2ej; + be;; — 2be;;
=1 —2ej; — be;j
= (I = 2¢5;)(1 — beij)
= (I — 2¢j;)T3;(=D)
et enfin

Tii(b)(I — 2erk) = (I + besj) (I — 2exy,)
=1 — 2eyy, + be;j
= (I — 2epx)(I + bey;)
= (I — 2ey,)T;5(b)
O

Lemme 2.12. Soient R un anneau commutatif, A € R™™ et i,j € {1,...,n} tels que
i 7.

La matrice A - P;; est alors obtenue en permutant les colonnes i et j de la matrice A.

De plus, la matrice P;; - A est obtenue en permutant les lignes i et j de la matrice A.

Démonstration. Sment ay les différentes entrées de A. Donc A = >}, agex. Par consé-
quent, par les lemmes 2.8 et 2.10,

n
A- P,'j = Z agl€kl (I + ei5 + €ji — e — e]-j)
k=1

= Z agir + Z AkiCkj + Z AjChi — Z AkiChi — Z A Ch;j

k=1

= E aklekl‘FE akgekz-FE Oki€kjs

k=1
I#i,]

ce qui est bien la matrice A ou 'on a permuté les colonnes i et j.
De méme,

Pij-A=(I+ej+es—ei—ej) | D anen
k=1

= Z agrekl + Za]lezl +Zazlejl Zazlezl Zajlejl

k=1

= Z agierr + Z a;j1€q + Z ail€;i,

k=1
ki,
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

ce qui est bien la matrice A ot 'on a permuté les lignes i et j.

O

Lemme 2.13. Soient R un anneau commutatif, A € R"*", be R eti,j € {l,...,n} tels
que i # j.

La matrice A - T;j(b) est alors obtenue en remplacant la colonne j de la matrice A par
Ayj + b - ayi, 00 ayy est la k¢ colonne de A.

De plus, la matrice Tj;(b) - A est obtenue en remplacant la ligne i de la matrice A par
Qi + b ajy, 0U apy est la k¢ ligne de A.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme précédant, définissons ay; € K tels que
A=3"1,_, ager. Grace au lemme 2.8, nous pouvons calculer :

A-Ti(b) = Z agrer | (I + beyj)
fi=1

= Z akierr +b Z Uki€hj

k=1

= Z agierr + Z akj + bag;) eky.

k=1
1#j

Nous obtenons donc le résultat désiré.
De la méme maniére, nous pouvons calculer

Tij(b) A= I + bew Z agi€kl
k=1

= Z akiex + bza]lezl

k=1

E ageg + § (@i + bajy)ei,

k=1
k;éz
ce qui conclut la preuve.

O

Dans le but de trouver des générateurs de SL,(K), énoncons un lemme de factorisation
des matrices inversibles :

Lemme 2.14. Soit A € GL,(K). Alors, il existe des matrices P,Q € GL,(K), formées
de produits finis de matrices de la forme Tj;(b) et P;; telles que PAQ soit une matrice
diagonale.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n :

Sin =1": la thése est triviale.

Supposons que la thése est vérifiée pour n — 1 et prouvons-la pour n :

Comme A est inversible, det(A) # 0 et donc, il existe une sous-matrice A" de A dans
KM=Dx(=1) telle que det(A’) # 0 (par sous-matrice de A, nous entendons ici, une matrice
obtenue en enlevant une ligne et une colonne a A). Quitte & multiplier A par des matrices
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2.2. SL,(K), ses générateurs et son centre

de la forme Pj;, on peut supposer, par le lemme 2.12, que A" est formée des n— 1 premiéres
lignes et n — 1 premiéres colonnes de A. Donc A’ € GL,,_1(K). Dés lors, par ’hypothése
de récurrence, il existe des matrices P', Q" € GL,,—1(K), formées de produits finis de
matrices de la forme T;;(b) et Pj; telles que P’A’Q’ soit une matrice diagonale. Soient
Py, Q1 € GL,(K) telles que

0 0
P’ : Q'
P = , Q1=
0 0
0 0 1 0 0 1
Donc Py AQq est de la forme :
dl all,n
PIAQ, =
dn—l a%fl,n
a/n,l a;%nfl aln,n

Comme P’, Q' et A’ sont inversibles, d; # 0 pour tout ¢ € {1,...,n — 1}. Par le lemme

2.13, nous savons que la matrice H?’;ll Thi (fa%idjl) - PLAQ1 est de la forme

d1 bl,n

n—1

Ti (—al;d; ') - PLAQy =
H ( ) : ' dn—l bn—l,n
0 ... 0  bun

De méme, la matrice H?:_ll Ty (—a;“-di_ 1) -PLAQq 'H?:_ll Tin, (—bmdi_l) est diagonale. Donc,
en posant

n—1 n—1
P=1]Tw(~apud*) P, Q=0Q1 [T (~bind;"),
=1 =1

nous avons la thése.

O

Corollaire 2.15. Soit A € GL,(K). Alors, il existe des matrices P, Q) € GL,(K), formées
de produits finis de matrices de la forme Tj;(b) telles que PAQ soit une matrice diagonale.

Démonstration. Grace & la définition 2.12, on peut dire que les matrices P et () données
par lemme précédant, sont formées de produits finis de matrices de la forme Tj;(b) et
I — 2¢;;. Par le lemme 2.11, on peut supposer sans perte de généralité que P et () sont de
la forme P = PPy et Q = QQ1Q2 ou P; et Q2 sont des produits finis de matrices de la
forme I — 2e;; et Py et Q1 sont des produits finis de matrices de la forme T;;(b). Il suffit
alors de remarquer que I — 2e;; est une matrice diagonale inversible; que 'inverse d’une
matrice diagonale est diagonal et que le produit de deux matrices diagonales est diagonal.

O

Lemme 2.16. Soit d € K*. La matrice diag {1, o ldhd, . 1} est un produit fini
de matrices de la forme T;;(b).
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

Démonstration. Soit i € {1,...,n— 1} tel que d~! se trouve en i¢ position dans la matrice
diagonale diag {1, o 1dtdn,. .., 1}. Gréace au lemme 2.13, nous pouvons dire que :
1
1
_ 1 —d
Ti1,i (A7) - Ty g1 (—d) = 10
1
1
D’ou
1
1
_ 0 —d
Tiiv1(—d) - Tipr; (d7Y) - Tiiga (—d) = !0
1
1
Donc
1
1
_1 0 —d
Tit1i(—1) - Tiiy1(—d) - Tigr (A7) - Thia(—d) = !l d
1
1

De 14,

Tiiv1(1) - Tip1,i(—=1) - Tj i1 (—d) - Tig14 (d_l) T i1(—d)
1

d1 0
d=' d
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2.2. SL,(K), ses générateurs et son centre

On conclut la preuve, en remarquant que

Tit1,i(=1) - Tiix1(1) - Tip1,i(—=1) - Ty i1 (—d) - Tig14 (d_l) T iq1(—d)

O

Corollaire 2.17. Si A € SL,(K), A est un produit fini de matrices de la forme Tj;(b).

Démonstration. Soient P et () les matrices données par le corollaire 2.15.
Comme PAQ = diag{d,...,d,} et PAQ € SL,(K), nous savons que [[" ; d; = 1. Donc

PAQ =diag {dy,d; ", 1,...,1} - diag {1, d1ds, d; 'dy?, 1, ..., 1}
n—1 n—1
---diag{l,...,l,Hdi,Hd;l}.
=1 =1

Pour conclure, il suffit d’utiliser le lemme précédant et le lemme 2.9.

Nous connaissons dés lors une famille de générateurs de SL,,(K) :
Proposition 2.18. SL,(K) est engendré par l'ensemble des matrices de la forme T;;(b).

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire précédant.
O

Nous pouvons a présent prouver la premiére hypothése de la proposition 2.7 pour le

groupe SL,(K) :
Proposition 2.19. Sin > 2 ou si |K| > 3, alors SL,(K) est parfait.

Démonstration. Grace a la proposition précédente, il nous suffit de montrer que 7;;(b) €
[SL,(K),SL,(K)] pour un b € K et des i,j € {1,...,n} tels que i # j quelconques.
Supposons d’abord que n > 2 :

Dans ce cas, il existe k € {1,...,n} tel que 4, j, k sont deux a deux distincts. Donc, par le
lemme 2.9 :

Tik(b) - Trj (1) - Tir(b) ™+ Thg (1) ™" = (I + bea ) (I + exg) (I — bear) (I — exj)
= (I + exj + ey + beij) (I — exj — begy + beyj)
=1—epj— be;j, + bei; + e + be;i, — bei; + bej
=1 + bei]’
= Tij(b)ﬂ
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

d’ou T35(b) € [SLn(K), SL,(K)].

Supposons maintenant que n = 2 et |K| > 3 :

Remarquons d’abord que, sid € K* et si c€ K :
d dc d' —cd!
0 d')\0 d

o) 6D D6 )
)

Puisque |K| > 3, on peut trouver d € K tel que d ¢ {—1,0,1}. Donc d et d*> — 1 sont inver-

sibles. En prenant ¢ = b(d? —1)~!, on obtient que T12(b) € [SL,(K), SL,(K)]. De maniére

symétrique, on obtient que T1(b) € [SL,(K), SL,(K)], ce qui conclut la démonstration.
O

Remarquez l'importance des hypothéses n > 2 et |K| > 3 dans la démonstration de cette
proposition.

Corollaire 2.20. Sin > 2 ou si |K| > 3, alors
SL,(K) = [GL,(K), GL,(K)]. (2.14)

Démonstration. L’inclusion SL,(K) C [GL,(K), GL,(K)] découle directement de la pro-
position précédente. Pour autre inclusion, il suffit de remarquer que, si A, B € GL,(K),
alors
det (ABA™'B™!) = 1.
O

Pour conclure cette section, nous décrirons précisément le centre de SL,(R). Ceci nous
permettra de mieux comprendre la notion de groupe projectif spécial linéaire dans la section
suivante.

Proposition 2.21. Soit R un anneau commutatif. Alors
Z(SL,(R))=A{kI | k€ Ret k" =1}. (2.15)

Démonstration. Soit k € R tel que k™ = 1. Alors det(kl) = k™ = 1, donc kI € SL,(R).
De plus, si A € SL,(R),
kI -A=kA=FkAI =A- kI.
Donc {kI |k € Ret k" =1} C Z(SL,(R)).
Si A =(a;j) € Z(SLn(R)) et sii,j € {1,...,n} tels que ¢ # j, alors :
T, (1)A = AT, (1).
Donc
(I +ei5)A = A(I + ei5),
D’ou
eijA = Aeij.

En regardant cette relation aux positions (4, j) et (i,7), nous obtenons que a;; = a; et

aj; = 0. Comme 7 et j sont quelconques, nous pouvons dire qu'il existe k € R tel que A =

kI. Puisque det(A) =1, k™ = 1 et nous avons que Z(SLy,(R)) C {kI |k € Ret k™ = 1}.
O]

Exemple 2.4. Dans le cas des matrices entiéres, cela peut se réécrire en deux cas : si n
est pair, Z(SLy(Z)) = {x1l} et si n est impair, Z(SL,(Z)) = {I}.

Exemple 2.5. Il est immédiat de remarquer que |Z(SL,(C))| = n.
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2.3. Théoréme d’Iwasawa

2.3 Théoréeme d’'lwasawa

Le centre d'un groupe étant toujours un sous-groupe normal de celui-ci, nous pouvons
ainsi définir le groupe projectif spécial linéaire, qui est ’objet du théoréme d’Iwasawa.

Définition 2.13. Le groupe projectif spécial linéaire d’ordre n sur K est le quotient
PSL,(K) :=SL,(K)/Z(SL,(K)). (2.16)
Définition 2.14. L’espace projectif de dimension n — 1 sur K est I’ensemble
P,_1(K) :={Kz |z € K"\ {0}} (2.17)
ot Kz := {kzx | k € K}.

P,—1(K) est donc 'ensemble des droites dans K" passant par 'origine.
En ayant toujours pour but d’utiliser la proposition 2.7, nous définissons e de la maniére
suivante :

o:SL,(K)x P,_1(K) = P,—1(K) : (A, Kz) » AeKzx :=K(Azx). (2.18)

Remarquons que cette fonction est bien définie car si A € SL,(K) et si z € K"\ {0}, alors
Az € K™\ {0} puisque A est inversible et z # 0. De plus, il est trivial de vérifier que c’est
bien une action.

Nous noterons (eq, ..., e,) la base canonique de K”.

Le lemme suivant nous montre le lien entre la proposition 2.7 et les définitions de

PSL,(K) et e:
Lemme 2.22. Le noyau de 'action définie par (2.18) est
Ker(e) = Z(SL,(K)). (2.19)
Démonstration. Par la proposition 2.21, nous savons que
Z(SL,(K)) ={kI | ke Ket k" =1}.
Soit k € K tel que k™ =1 et soit Kz € P,_1(K). Alors
kI e Kz = K(klz) =K.

Donc kI € Ker(e), d’ou Z(SL,(K)) C Ker(e).
Dans l'autre sens, soit A = (a;;) € Ker(e) :
Donc, pour tout i € {1,...,n}, K(Ae;) = Ke;, donc Ae; € Ke;. On peut trouver k; € K
tel que Ae; = ke;. Soit j € {1,...,n} tel que j # i. En regardant la j° composante de
cette égalité, on obtient que aj; = 0. A est donc diagonale. Soit e = (1,...,1) € K™\ {0}.
Comme A € Ker(e), on sait que K(A4e) = Ke, donc Ae € Ke. On peut donc dire qu’il
existe k € K tel que Ae = ke. Par conséquent, pour tout i € {1,...,n}, a;; = k. Comme
Ae SL,(K), Ae{kl|keKetk™=1}, ce qui conclut la preuve.

O

Lemme 2.23. L’action définie par (2.18) est 2-fois transitive.
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

Démonstration. Soient Kzq,Kzo, Ky, Ky € P,—1(K) tels que Kzy # Kzg et Ky #
Kys. I faut prouver qu'il existe T € SL,(K) et aj,as € K* tels que Tx1 = aj1y; et
Tzry = aoye. Comme x1 et xo sont linéairement indépendants, on peut former une base
(1,2, ...,2,) de K™ Donc, la matrice dont les colonnes sont ces vecteurs x; est inversible.
Soit X € GL,(K) cette matrice. En écrivant y; et yo dans cette base, nous pouvons dire
que y1 = Y 7 ajixj et yo =37 ajpx;.

Sin=2:

Comme y; et yo sont linéairement indépendants,

a=det (1002 20

G21 Q22
Donc,
-1
ailr 6 a2\ _ -1
X <a21 a1a22> = la ).
Donc
arr a tap -1
det(X) = det(X) det 1 =det (y1 | a™"y2). (2.20)
ag1 Qa2

Comme y; et a~ 'y, sont linéairement indépendants, il existe une matrice inversible 7" telle
que Tz = y1 et Two = a~yp. Donc TX = (y1 ] ailyg). Comme (2.20) et que det(X) # 0,
det(T") = 1. T respecte donc bien les conditions demandées.

Sin>2:

Comme y; et yo sont linéairement indépendants, on peut ajouter n—2 colonnes a la matrice

ail ai2
a21 Qa22
Gpl  Aan2

pour obtenir une matrice A = (a;;) de déterminant 1. Soient y; = > "_; ajx; pour i €
{3,...,n}. Soit Y € K™ la matrice dont les colonnes sont les y;. Donc XA =Y. D’ou
Y € GL,(K) et det(X) = det(Y). Par conséquent, (yi,...,yn) est une base de K" et
il existe une matrice ' € GL,(K) telle que, pour tout i € {1,...,n}, Txz; = y;. Donc
TX =Y. De la, on peut dire que det(7") = 1, et donc que T respecte bien les conditions
demandées.

O

Il ne nous reste donc plus qu’une seule hypothése a vérifier . ..

Lemme 2.24. Si l'on considére laction définie par (2.18), Gke, contient un sous-groupe
normal abélien Age, tel que SLy(K) est engendré par les matrices de la forme BAB™! ou

A€ Age, et B e SL,(K).
Démonstration. Prouvons d’abord que

GK61 = {A = (aij) S SLn(K) | apn =0Vie {2, c ,n}}

Si A € Gie,, K(Ae1) = Key, donc Ae; = apye; et donc, pour tout i € {2,...,n}, a;; = 0.
Dans lautre sens, si A € SL,(K) est telle que, pour tout i € {2,...,n}, a;; = 0, alors
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a1; # 0. Donc Ae; = ajre;. D’ou K(Ae;) = Key, ce qui prouve que A € Gge, -
Soit
all a2 e QA1p

0
f : GKel — GLn_l(K) : . — An—l-

0

Remarquons que f est bien définie puisque

ai; a2 ... Qlp
0
det . = all det(An_l) 7é 0.
: Anfl
0
De plus, si A, B € Gk, ,
ailr ai12 e QA1n bu 1)12 e bln
am =l | !
a An—l Bn—l
0 0
11 C12 Cin
; 0
a Anlenfl
0

=A,1B,—1 = f(A)f(B).

Donc f est un morphisme de groupe. Soit Ag., le noyau de f. Donc Ag., est un sous-
groupe normal de Gge,. Puisque Age, C SL,(K), il est évident que Ak, est 'ensemble
des matrices de la forme

1 ai12 e A1n
0
Infl
0
Or,
1 as ... a1n 1 by ... bin 1 apo+b1s ... a1n + bin
0 0 0
In—l In—l In—l
0 0 0

Donc Age, est abélien.

Il reste & montrer que SL,(K) est engendré par les matrices de la forme BAB~! ou
A € Age, et B € SL,(K). Par la proposition 2.18, il suffit de prouver que les matrices de
la forme T;;(b) o b € Ket i,5 € {1,...,n} tels que i # j peuvent étre écrites sous la forme
d’un produit fini de matrices de la forme BAB™! out A € Ag,, et B € SL,(K). 1l est clair
quesibe Ketsije{2,...,n}, alors T1;(b) € Age,. De plus,sibe Ketsiie {2,...,n},
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alors I —eq1 — ej; — e1j + ej1 € SLy(K). De plus, comme

(I —en —ejj — ey +ej)(I — e —ej; + €15 — ej1)
21—611—ejj+€1j—6j1—€11+€11—€1j—€jj
+ej; +ej1 — e+ e+ e+ e — e+ ey

= [7

Or, puisque

(I — e —ejj —erj +ejn)Tij(=b)(I — enn — ej;j + exj — €j1)

= (I — e —ej; —e1j+ej1 —beyj + bey; —bejj)(I —e1r —ejj + e — ej1)

= (I —e11 —ej; —e1; +ej1 —bej;) (I —ei1 —ej; + €1 — €j1)

=1 —en—ej+ey—en—en+en—ey—ejjtej+ei—ejter+en
+ej1 — ej1 + ejj — bejj + bejj + bejy

=1+ bej

= Tj(b),

on peut dire que 71 (b) est engendré par les matrices de la forme BAB™! ott A € Ag,, et
B e SL,(K). Soient b € K et 4,5 € {2,...,n} tels que i # j. Remarquons que

le(l)Til(—b)Tu(—l)Ti (b) = (I - beil + 61]')(1 + beil — elj)
=1+ bej — e1j — be;1 + beij +e15
=17 + beij
= T35(b).

Donc, comme les matrices de la forme T7;(b) et T;1(b) ou b € K et ¢ € {2,...,n} sont
engendrées par les matrices de la forme BAB™! ot A € Ak, et B € SL,(K), il en est de
méme pour toutes les matrices de la forme T;;(b) ot b € Ket ¢, € {1,...,n} avec i # j,
ce qui conclut la preuve.

O

Nous pouvons enfin rassembler tous nos lemmes et propositions pour en déduire le théo-
réeme d’Iwasawa, :

Théoréme 2.25 (Iwasawa). Soient K un corps commutatif et n € N tel que n > 2. Si
K| >3 ou si n > 2, alors PSL,(K) est simple.

Démonstration. Se déduit immédiatement des propositions 2.7 et 2.19, des lemmes 2.23,
2.3, 2.24 et 2.22 et de la définition 2.13.
O

2.4 Lecasn =2

Dans cette section, nous nous intéresserons & voir ce qui se passe quand n = 2 et
IK] < 3. Dans la suite, p € Ny sera un nombre premier et nous désignerons par F), le corps
A p éléments.

26



2.4. Le cas n =2

Lemme 2.26.
|P1(Fp)| =p+1. (2.21)
Démonstration. Comme |Fp| =p,ily a p? — 1 vecteurs non nuls dans IFIQJ. Or, chaque droite

[ 21
passant par 'origine supporte exactement p — 1 vecteurs non nuls. Donc |P;(F))| = 5’; — =
p+ 1
O
L’action définie par (2.18) nous donne donc un morphisme

wp : SLa(Fp) = Spia, (2.22)

ol Sp41 est le groupe symétrique d’ordre p+ 1 (voir [2], page 45 et 50). Par le lemme 2.22,
Ker(ypp) = Z(SLy(FF,)). Donc, en passant au quotient, nous pouvons définir un morphisme
injectif
(,D; : PSLQ(IFP) — Serl. (223)
Nous pouvons dés lors voir que PSLa(IF2) n’est ni simple, ni parfait.

Proposition 2.27. Les groupes SLy(F2) et PSLo(F2) ne sont ni simples, ni parfaits.

Démonstration. Nous pouvons voir que

st = {(20)-(0 D)0 G -G 06

De plus, par la proposition 2.21, Z(SLy(F2)) = {I}. Donc PSLs(FF3) est isomorphe a
SLy(F2) et |PSLy(F2)| = 6. 11 suffit donc de prouver que PSLa(F2) n’est ni simple, ni
parfait. Or |S3| = 6. Donc le morphisme défini par (2.23) est un isomorphisme. On en
déduit donc que PSLo(IFy) est simple si et seulement si S3 l'est et que PSLy(Fy) est
parfait si et seulement si S3 ’est. Or, nous savons que As est le noyau du morphisme défini
par la signature d’une permutation (voir [2], page 54). Donc Az <1 S3. Vu que |Az| = 3, S3
n’est pas simple et PSLs(F2) ne I'est pas non plus. De plus, par le théoréme de Lagrange,
|S3/As| = 2. S3/As est donc abélien. Par la proposition 2.6, nous pouvons dire que S

n’est pas parfait. PSLs(F2) ne 'est donc pas non plus.
O

Intéressons-nous maintenant a PSLa(F3).

Lemme 2.28.
|PSLy(Fs)| = 12. (2.24)

Démonstration. Commengons par calculer le cardinal de G Ly (F3). Pour la premiére colonne
d’une matrice quelconque de G'Lo(FF3), nous avons le choix entre 32 — 1 = 8 vecteurs non
nuls. Pour la deuxiéme colonne, il faut choisir un vecteur linéairement indépendant du
premier. Comme il y a 3 vecteurs par droite, nous avons le choix entre 32 —3 = 6 vecteurs.
Donc |GLy(F3)| = 8 x 6 = 48. De plus, puisque |F3| = 2 et que I'application

det : GLo(F3) — F

est surjective, on peut dire que |SLy(F3)| = 24. Enfin, on remarque que, par la proposition
2.21, |Z(SL2(F3))| = 2. On conclut alors par le théoréme de Lagrange.
0
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2. Simplicité des groupes des matrices sur un corps

Lemme 2.29. Soit A € SLy(F3). Si 3 est le morphisme défini par (2.22), alors p3(A)
n’est pas une transposition.

Démonstration. Prouvons-le par 'absurde et supposons qu’il existe x,y, z,w € IE*‘% quatre
vecteurs non colinéaires deux a deux tels que F3(Az) = Fsz, F3(Ay) = Fay, F3(Az) = Faw
et F3(Aw) = F3z. Si Az = x et Ay = y, alors

A(zly) = (z|y).

Or, comme z et y sont linéairement indépendants, A = I, ce qui est absurde car p3(I) = Id.
Si Az = 2x et Ay = 2y, alors

A(zy) = 2(z[y).

Or, comme z et y sont linéairement indépendants, A = 21, ce qui est absurde car ¢3(2I) =
Id. Donc, soit Ax = x et Ay = 2y, soit Az = 2x et Ay = y. Par symétrie, supposons sans
perte de généralité que Az = x et Ay = 2y. Dés lors,

Ately) = o) (5 5)-

On en déduit alors que det(A) = 2, ce qui est absurde.

Proposition 2.30. Le groupe PSLs(F3) est isomorphe a Ay.

Démonstration. Soit 3 le morphisme défini par (2.22). Soient z,y € F% deux vecteurs
linéairement indépendants. Il existe donc A € ngz telle que Ax = 2y et Ay = 2z. Donc

A(zly) = 2(ylx).
Or det((x|y)) = — det((y|z)) et det((z|y))~" = det((z|y)) car det((x|y)) € {1,2}. Donc
det(A) = 2det((y|x)) det((z]y)) = 1.

On en déduit donc que A € SLy(F3). Par le lemme précédant, p3(A) ne peut étre une
transposition. C’est donc obligatoirement une double transposition. Im(p3) contient donc
toutes les doubles transpositions de Sy. Soit ¢ le morphisme défini par (2.23). Alors Im (%)
contient aussi toutes les doubles transpositions de Sjy.
Supposons que Im(g4) contienne un 4-cycle. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que
(1 2 3 4) €Im(py).

Donc, comme Im(¢}) est un sous-groupe de Sy,

(1 23 41 2)(3 4)]=( 3)cIm(ey),

ce qui, par le lemme précédant, est absurde. Im(%) ne contient donc aucun 4-cycle. Comme
¢ est injectif et vu le lemme 2.28, |Im(¢5)| = 12. Donc, puisque Im(p4) ne contient
aucune transposition ni aucun 4-cycle de Sy, Im(¢5) = A4. On en déduit donc que ¢f est
I'isomorphisme recherché.

O

Lemme 2.31. Le groupe A4 n’est pas simple.
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2.4. Le cas n =2

Démonstration. Soit
K={Id (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}C A4
Vu que

(123 9= 2@ 9
(2@ 910 32 9]=0 492 3),

par symétrie, nous pouvons dire que K est un sous-groupe de A4. De plus,

(12 3)[(1 2)3 9](1 3 2)=(1 4)(2 3) ey

et que

) (1 3 2)[(1 2)3 4](1 2 3)=(1 3)(2 4) € A4

Par symétrie, nous remarquons que K est un sous-groupe normal non trivial de Ay.

Corollaire 2.32. Le groupe PSLo(F3) n'est pas simple et SLo(IF3) n'est pas parfait.

Démonstration. Le fait que PSLy(F3) n’est pas simple se déduit de la proposition 2.30 et
du lemme précédent.

Pour l'autre partie de la thése, soit K le sous-groupe normal de A4 défini dans la preuve
précédente. Puisque |A4] = 12 et que |K| = 4, par le théoréme de Lagrange, |A4/K| = 3.
Or, tout groupe d’ordre 3 est abélien. A;/K est donc abélien. De plus, nous avons des
morphismes surjectifs

w1 2 SLa(F3) — PSLo(F3), ma: Ay — Ay/K.
Puisque PSLy(F3) ~ A4, nous avons un morphisme surjectif
0 : SLy(F3) — A4/ K.
Dés lors, SLy(F3)/ Ker(y) est isomorphe a Ay/K, qui est abélien. Puisque Ker(yp) #

SLs(F3), par la proposition 2.6, SLs(F3) n’est pas parfait.
O
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3 Quotients des groupes des matrices sur
7

Intéressons-nous maintenant a ’étude de SL,,(Z). Comme dans le chapitre précédent,
nous aimerions connaitre la structure des sous-groupes normaux du groupe des matrices
de déterminant 1. Malheureusement, vu que les entiers n’ont en général pas d’inverse dans
Z, nous n’aurons pas un résultat aussi fort que le théoréeme d’Iwasawa.

Cependant, nous prouverons le théoréme de Mennicke, qui nous assure que les quotients
non triviaux de SLy(Z) sont d’ordre fini. Nous obtiendrons méme un résultat plus fort,
a savoir que tout sous-groupe normal non trivial de SL,(Z) contient un m® sous-groupe
de congruence. C’est-a-dire qu’il existe un m € Ny tel que toutes les matrices congrues a
I'identité modulo m appartiendront & ce sous-groupe normal.

Contrairement au théoréme d’Iwasawa, le théoréme de Mennicke impose que n > 2.
Nous prouverons dans la derniére section de ce chapitre que ce résultat est faux pour les
matrices 2 X 2.

3.1 N,,,, m® sous-groupe de congruence

Le but de cette section est de prouver que le plus petit sous-groupe normal de SL,,(Z)
contenant T51(m) pour un m € Ny donné, est le sous-groupe de toutes les matrices de
SL,(Z) qui sont congrues & I modulo m. Nous fixerons donc m € Ny, un naturel non nul
quelconque.

3.1.1 Premiéres définitions et générateurs de SL,(Z)

Commengons par quelques notions de théorie des groupes :

Définition 3.1. Soient G un groupe et A C G. Le sous-groupe engendré par A est

(4):= () H (3.1)

ACH<LG

Autrement dit, (A) est le plus petit sous-groupe de G contenant A. Si g € G, nous noterons

(9) = {g})-

Exemple 3.1. Dans (Z,+,0), (m) = mZ pour tout m € Z.
De méme, nous pouvons définir le plus petit sous-groupe normal contenant A :

Définition 3.2. Soient G un groupe et A C G. La cloture normale de A est

(Ay:= () H (3.2)

ACH<G

Il est trivial de vérifier que ((A)) est le plus petit sous-groupe normal de G contenant A. Si
g € G, nous noterons ((g) = ({g}))-
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3. Quotients des groupes des matrices sur Z

Définition 3.3. Soient G un groupe et g € G. La classe de conjugaison de g est
Cl(g) == {zgz 'z € G}. (3.3)

Lemme 3.1. Soient G un groupe et g € G. Notons K le sous-ensemble de G des éléments
formés par des produits finis d’éléments de la forme xgx~" ou xg~ 'z~ ot x € G. Alors

(Cl(g)) = K = (g))- (3.4)

Démonstration. Remarquons d’abord que K <1 G :

Comme I = g9~ ', I € K.

Si g1,90 € K, par définition de K, il est évident que gi1g2 € K et 91_1 e K.

Enfin, si g1 € K et si x € G, il existe n € Ny et y; € G pour i € {1,...,n} de la forme

2'gx’ ' ou 2'g 12’ ! ot 2/ € G tels que g1 = y1 - - - Yn. Donc

:L‘gll‘_l =2xyy - ynx_l = (,jﬁyl,fb_l) cee (.fynl’_l) e K.

On a donc bien que K <1 G.
Maintenant, pour prouver que (Cl(g)) = K, il suffit de voir que Cl(g) C K C (Cl(g)).
Pour l'autre égalité, remarquer que g € K C {(g)).

O

Appliquons ce résultat dans le cas o G = SL,(Z) :
Définition 3.4. Soit n € Ny. Posons
Qn,m = <<T21(m)>> (35)

Lemme 3.2. Soitn € Nyg. Notons K le sous-ensemble de SLy(Z) des matrices formées par
des produits finis de matrices de la forme X To1(m)X 1 ou XTo1(—m)X 1 ou X € SL,(Z).
Alors K = Qnm.

Démonstration. Cecl est un corollaire immédiat du lemme 3.1.

O
Définissons maintenant un deuxiéme sous-groupe normal de SL,(Z) :
Définition 3.5. Soit n € Ny. Le m® sous-groupe de congruence est défini par
Nom:={A4€SL,(Z)| A=1 (mod m)}. (3.6)

St opm : SLp(Z) = SLy(Z/mZ) est le morphisme canonique entre ces deux groupes, nous
remarquons que Ny, = Ker(pnm). Npm est donc un sous-groupe normal de SLy(Z).

Lemme 3.3. Pour tout n € Ny,
Qnm C Nom (3.7)

Démonstration. Il suffit de remarquer que @y est le plus petit sous-groupe normal de
SLy(Z) contenant To1(m) et que To1(m) € Npm < SLy(Z).
O

Finissons cette sous-section par une proposition qui nous dit que SL,(Z) est engendré
par un nombre fini d’éléments.

Proposition 3.4. Soit n € Ny. Les matrices de la forme Tj;(1) oui,j € {1,...,n} tels
que i # j et leur inverse engendrent SLy,(Z).
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Démonstration. Procédons par récurrence sur n :
Sin =1, la thése est triviale vu que SLy(Z) = {I}.
Supposons que la thése est vérifiée pour n — 1 et prouvons-la pour n :
Soit A = (a;j) € SLy(Z). La thése est équivalente & prouver qu’on peut multiplier A par des
matrices de la forme T;;(1) ou 4, j € {1,...,n} tels que ¢ # j et par leur inverse pour obtenir
1. Pour ce faire, nous utiliserons les lemmes 2.9 et 2.13. En multipliant & gauche A par
Tij(1), I'élément a la position (4, 1) devient a;1 + a;1. De méme, en multipliant a gauche A
par Tj;(1) " = T;;(—1), I'élément & la position (i, 1) devient a;; —aji, les autres éléments de
la premiére colonne restant inchangés. Nous pouvons alors appliquer 'algorithme d’Euclide
aux éléments a;1 ot i € {1,...,n}, et obtenir une matrice A’ = (a;;) € SLy(Z) telle qu'’il
existe k € {1,...,n} avec

a;ﬂ = (CL“,’L' € {1, ce ,n})

et aj; =0siie{l,...,n}\{k}. Or, comme det(A) = 1, nous savons que

i
(ail,iG {1,...,n}) = 1.

Sik # 1, alors, en multipliant & gauche A’ par Ty1(—1)T1(1), nous obtenons une matrice de
la forme A" = (af;) € SLy(Z) telle que aj; = 1 et aj; = 0 pour i € {2,...,n}. Maintenant,
en multipliant A” a droite par le(—l)alllﬂ' pour tout j € {2,...,n}, nous obtenons une
matrice B = (b;;) € SLy(Z) telle que b1y = 1, bj1 = 0 pour tout ¢ € {2,...,n} et by; =0
pour tout j € {2,...,n}.

Pour obtenir I, et donc conclure la preuve, il suffit d’utiliser I’hypothése de récurrence et
le fait que, si C, D € Z=Dx(=1) alors

10 0 10 0 10 0
0 0 0

C : D B CD
0 0 0

O

Comme annoncé, nous aimerions montrer que, pour tout n > 3, Qnm = Ny m. Pour
ce faire, nous allons procéder par récurrence sur n. Etrangement, le cas de base de cette
induction est plus difficile & montrer que le pas inductif. En effet, dans 1], Brenner avait
réussi a prouver ce pas inductif mais pas le cas de base. Il a d’ailleurs conjecturé que la
thése était vérifiée pour n > 2, ce qui est faux. Nous allons donc commencer par prouver
le pas inductif de la récurrence.

3.1.2 Le pas inductif

Afin d’utiliser les lemmes présentés dans cette sous-section pour prouver le cas de base,
nous les prouverons également pour n = 3. Fixons donc n € N tel que n > 3 et montrons
que si Qn—1,m = Np—1,m alors Qp m = Ny m. Commencons par prouver un lemme qui nous
permettra de trivialiser la premiére colonne des matrices considérées par conjugaison.

Lemme 3.5. Soit A = (ai;) € SLy(Z) telle qu’il existe k € {2,...,n} tel que ap; # 0.
Notons d = (a1, € {2,...,n}) € No. Alors, il existe X € SL,(Z) de sorte que, si nous
posons XAX ' =B = (bij), alors byy = d et bjy = 0 pour tout i € {3,...,n}.

Démonstration. Puisque Y (XZX 1) Y1 = (YX)Z(YX) ! pour tout X,Y, Z € SLy(Z),
on pourra appliquer plusieurs fois une transformation du type XAX ! ou X € SL,(Z)
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pour arriver au résultat.

Ensuite, si n = 3, —Pyg € SL3(Z). Donc, quitte a remplacer A par (—Pa3)A(—Fa3), nous
pourrons permuter les éléments non diagonaux de la premiére colonne de A. Par contre, si
n>3etsii e {3,...,n}, on peut remplacer A par (P;; Pi2) A(P2P;j) ouj € {3,...,n}\{i}.
Dans tous les cas, on peut donc monter un élément non diagonal de la premiére colonne
de A en position (2,1).

Soient ko € Z pour i € {3,...,n} et soit X =1+ > " . kisejo € SLy(Z). Puisque

n n n
X <I > ki2€i2> =1-) kipeir+ Y _ kizei
i=3 i=3 i=3

= I7
X1 =1-Y" . kipein. De plus,
1 1
1 ai] ... A1n 1
XAX ' = k3a 1 —k3o 1
: Gnl  --. Qpp : .
kno 1 —kno 1
aill 1
asy 1
— | k32021 + a3 * —k32 1
kn2a21 + an1 —kn2 1
ai
a1
— | k32021 + a3 *

kna2ao1 + an1

Donc, en choisissant correctement les k;o, on peut réduire les éléments non diagonaux de
la premiére colonne de A modulo ag;. Grace a la remarque en début de preuve et en
recommencant ’opération, on peut appliquer ’algorithme d’Euclide et obtenir le résultat
désiré.

O

Lemme 3.6. Soient i,j € {1,...,n} tels que i # j. Alors il existe X € SLy(Z) tel que
XTgl(m)X_l = sz(m)

La difficulté de la preuve réside dans le fait que det(P;;) = —1 et non 1 :

Démonstration. Séparons la preuve en plusieurs cas :

i=1:Sij#2: (Pljpgj)Tgl(m)(ngplj) = le(m). Si par contre j = 2 :
Soit n = 3 et alors — Py € SLy(Z) donc (—Pa1)To1(m)(—Po1) = T12(m).
SOit n > 3 et alors (P42P34P31P23)T21(m)(P23P31P34P42) = T12(m).

i=2: Sij=1, la thése est triviale.
Sinon : Soit n = 3 et alors —P;; € SLy(Z) donc (—Pyj)To1(m)(—Pyj) = Toi(m).
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Soit n > 3 et alors, il existe k € {3,...,n}\{j}. Dans ce cas, il suffit de voir que
(PrjPri) Tor (m) (P Prj) = Toj(m).

i>3:8Sij#1,on alathése en observant que (Py;Pa;)To1(m)(PoiPrj) = Tij(m).
Par contre, si j = 1, on procéde comme suit :
Soit n = 3 et alors —Py; € SLy,(Z). Donc (—Pa;)To1(m)(—Pa;) = Tin(m).
Soit n > 3 et alors, il existe k € {3,...,n}\{i}. On conclut en remarquant que
(Pri Pok) To1 (m) (Por Pri) = Tin(m).
O

Ce lemme montre que Tj;(m) € Qn m. De 14, on peut dire que Tj;(km) € Qy,m pour tout
k € Z et pour tout 4,5 € {1,...,n} tels que i # j.
Avant de prouver le pas inductif de notre récurrence, nous avons besoin d’un dernier lemme :

Lemme 3.7. Soit H = (hij) € Ny m. Alors, on peut, en un nombre fini d’opérations du
type :
— transformer H en XHX ' ou X € SL,(7Z),
— multiplier H & gauche ou & droite par des matrices de la forme XTo1(m)X ! ou
XTo(—m)X ! o X € SL,(Z),
transformer H en une matrice H' = (hj;) € Npm telle qu’il existe k € {1,...,n} avec
hi, =1 et bl = hj, = 0 pour tout i € {1,...,n}\{k}.

Démonstration. Remarquons d’abord que, comme N, ,, est un sous-groupe normal de
SL,(Z) et que Tp1(m) € Ny m, la transformation de H en H' par de telles opérations,
nous donnera toujours H € Ny, ,,. De plus, par le lemme 3.6, nous pouvons multiplier
H par des matrices de la forme XT;;(m)X 1 ou XT;;(—m)X ! ot X € SL,(Z) et on
i,j € {1,...,n} sont tels que i # j.

Nous allons d’abord prouver que ’on peut obtenir une matrice H; ayant un de ses éléments
diagonaux égal a 1 :

Si tous les éléments non diagonaux de la premiére colonne de H sont nuls, alors nous pou-
vons remplacer H par Ts1(m)H pour obtenir hy; # 0. Supposons donc qu’au moins un
élément non diagonal de la premiére colonne de H est non nul. Nous pouvons alors affirmer
que leur p.g.c.d. est un multiple de m, disons Im avec [ € Zy. Dans ce cas, nous pouvons
utiliser le lemme 3.5 afin d’obtenir une matrice B = (b;;) € Ny telle que by = Im et
b;1 = 0 pour tout ¢ € {3,...,n}.

Comme det(B) = 1, il existe s € {2,...,n} tel que bss # 0. Donc, quitte a remplacer B
par BTg2(m), on peut, sans changer les hypothéses sur la premiére colonne de B, supposer
que b3z # 0. Comme det(B) = 1, nous pouvons dire que (b11,1) = 1. Donc, par le théoréme
de Dirichlet (théoréme 1.5), il existe ¢ € Ny tel que ¢byq + [ soit un nombre premier qui
ne divise pas bsp. Posons alors L = (l;;) = T51(m)°B € Ny, . Comme To1(m) = To1(cm),
nous avons l3a = b3a, lag = (I 4 ¢b11)m et l3; = 0. Par construction de ¢ et comme b3y est
divisible par m, (l21,1l32) = m. Donc, comme Iy = 1 (mod m), par Bézout (lemme 1.2), il
existe d, d’ € Z tels que log — dla1 + d'lso = 1. Enfin, en transformant L par

H, = Tlg(d)ng(d,)Lng(—d,)Tlg(—d),

nous obtenons notre matrice H; souhaitée. En effet, les éléments de Tio(d)Ta3(d )L =
(I 4 dej2 + d'ea3 + dd'ey3)L en position (2,4) sont, pour tout i € {1,...,n}, lo; + d'ls;.
Donc, I'élément de Hy = Ti2(d)Ths3(d")L(I — deis — d’ea3) en position (2,2) est

los + dll32 —dlog — dd/lgl =1.
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Notre matrice H; = (g;;) a donc la propriété que g, et gi; sont divisibles par m pour tout
i€{l,...,n}\{k} ou k est tel que gxr = 1. Pour conclure la preuve, il suffit de poser

—9ik —9ki

H' = H:nk(m) m o Hy - [ [ Tei(m) ™

=1 =1
ik i#£k

O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le pas inductif de la récurrence, da a
Brenner :

Proposition 3.8. Soient m,n € Ny tels que n > 4. 51 Qn_1,m = Np—1,m alors Qnm =
Ny

Démonstration. Nous savons déja que Qnm C Ny . 1l reste donc a montrer que N, ,, C
Qnm- Prouvons-le par I'absurde et supposons qu'il existe H € Ny \Qnm. Soit H =
(h;j) € N, m la matrice donnée par le lemme précédant. Donc, il existe k € {1,...,n} tel
que hy, =1 et hl, = hj, =0 pour tout i € {1,...,n}\{k}. Sik#1:

Soit j € {2,...,n}\{k}. Quitte & remplacer H' par (Pj1 Py;)H'(Py;Pj1), on peut supposer
que k = 1. Il existe donc A € K(=Dx(=1) telle que

Donc det(A) = det(H') = 1 et A = I,_; (mod m). Donc A € Ny_1 . De plus, par
construction de H' et comme Ty;(m) € Qum < SLy(Z), st H € Qum alors H € Qym, ce
qui est absurde. Donc H' ¢ Q.

Or, comme A € Qp—1,m, par le lemme 3.2, nous pouvons dire qu’il existe Y; € SL,,_1(Z)
pour i € {1,...,1} de la forme XT(m)X ! ou XTo1(—m)X ! ot X € SL,,_1(Z) telles

que A=Y ---Y,. Dés lors, comme pour tout B,C € Zn—1x(n-1)

10 0 10 0 10 0
0 0 0

B : C B BC ’
0 0 0

H' est le produit fini de matrices de la forme XT32(m)X ! ou XTs2(—m)X ! ot X €
SL,(Z). Donc, par les lemmes 3.2 et 3.6, on en déduit que H' € Q. Ce qui est absurde.
O

3.1.3 Le cas de base

Pour finir notre récurrence, il reste une derniére étape, et non des moindres : prouver
que @3, = N3, La preuve présentée dans cette sous-section est due & Mennicke.

Lemme 3.9. Soit H € N3,,. Soit 7 : SL3(Z) — SL3(Z)/Q3,m le morphisme quotient
canonique. Alors m(H) est dans le centre de SL3(Z)/Q3,m.
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Démonstration. Comme Th1(m) € Q3 < SL3(Z), si on multiplie H par X Ty (m)X ! ou
par XTo1(—m)X ! ot X € SL3(Z), 'image 7(H) reste inchangée. De plus, si on prouve
que K = XHX ! ott X € SL3(Z) est telle que 7(K) est dans le centre de SL3(Z)/Q3 m,
il en est de méme pour H (puisque 7(H) = 7 (X 1) 7(K)7w(X) = 7(K)). Soit H' = (hj;)
la matrice donnée par lemme 3.7. Il suffit donc de montrer que w(H') est dans le centre de
SL3(Z)/Q3,m-

Soit k € {1,2,3} tel que hy, = 1 et h}, = h}, = 0 pouri € {1,2,3}\{k}. Quitte a remplacer
H' par (—Pyo)H'(—Pg2), nous pouvons, sans perte de généralité, supposer que

0 b
1 0] € N37m,
0 d

H =

o O

ot a,b,c,d € Z. Vu que det(H') = 1, on peut dire que ad — be = 1. Donc

a 0 b
HTy(1)=[1 1 0
c 0 d
a 0 b
=lad—bc 1 0
c 0 d
a 0 b
=T ()| =bc 1 —bd
c 0 d

= Ty1(1)%Ty3(1) " H'.

Or, b =0 (mod m) et d =1 (mod m). Par conséquent, grace au lemme 3.6, on peut dire
que To1 (1) € Q3.m et que Th3(1)™" € Q3. Done w(H')m(T1 (1)) = m(To1 (1)) (H').
De méme, puisque

H'T3p(1) = Tyo(1)*Th2(1)°H',

on sait que,
m(H")m(T32(1)) = m(T2(1))m(H').
Or
T39(1)To1 (1) Ta2(1) ' Tor (1)1 = Tyy(1),
donc

m(H)m(T51(1)) = m(Tsa(1))w(H').

Par symétrie, nous pouvons aussi affirmer que 7(H’) commute également avec m(T12(1)),
m(T23(1)) et m(T13(1)). Or, par le lemme 3.4, les six matrices Ti2(1), To1(1), Ti3(1),
T51(1), Th3(1), T52(1) et leur inverse engendrent SL3(Z). Donc w(H') est dans le centre de
SL3(Z)/Qs.m.

O

Lemme 3.10. Soit H € N3, telle que

H =

S o 9
o Qo
- o O
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pour certains a,b,c,d € Z. Appelons également w : SL3(Z) — SL3(Z)/Q3m le morphisme
quotient canonique. Sin € No, alors, il existe une matrice H,, € N3, de la forme

a " 0
H, = [ (=) d, 0
0 0 1

avec dy, € Z, telle que w(H,) = w(H)".

Démonstration. Prouvons ce lemme par récurrence sur n. Pour n = 1, il suffit de prendre
di; = d. Supposons que le lemme soit vérifié pour n et prouvons le pour n + 1 :

Par le lemme précédant, nous pouvons dire que 7w(H) est dans le centre de SL3(Z)/Q3m.
Posons K € N3, telle que

0 1 0 0 1 O
K=10 0 -1J]H{ 0 0 -1
-1 0 0 -1 0 0

d 0 —c
=10 1 O
-b 0 a

Donc, puisque m(H) est dans le centre de SL3(Z)/Q3,m.,

-1

0 1 0 0 1 0
m(K)=m 0 0 -1 w(H)m 0 0 -1 =mn(H).
-1 0 0 -1 0 0
Par I'hypothése de récurrence, on peut donc affirmer que w(H,K) = m(H)"™ et que
ad b" —ac
H,K = | (-=1)""¢"d d, (—1)"+2entt
—b 0 a

Soit L = Th3(c) H, KT12(—b"). Comme b et ¢ sont divisibles par m, par le lemme 3.6, nous
savons que L € N3, et m(L) = W(H)"'H. De plus, vu que H € N3 ,,, nous pouvons dire
que det(H) = 1, donc ad — bec = 1. Nous pouvons dés lors calculer L :

1 b" 0
I = (_1)n+1cnd dn (_1)n+26n+1 TlQ(—bn)
—b 0 a
1 0 0
— (_1)n+1cnd dn+1 (_1)n+20n+1
—b bn+1 a

ot dp+1 = dp + (—1)"0"c"d.
En se rappelant que b et ¢ sont divisibles par m, nous pouvons poser

b oy (00 -1 0 0 -1
Hn+1 = Tlg(m)Eng(m) m 0 —1 0 L 0 -1 0 S N37m.
-1 0 0 -1 0 0
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Puisque T1(m) € Q3 < SL3(Z) et par les lemmes 3.6 et 3.9, nous avons bien que
7(Hpi1) = 7(L) = 7(H)™ ™. 11 reste a montrer que H, 1 a la forme désirée :

b (—1)"c"d 0 0 -1 0 0 -1
Hy :T13(m)HT23(m) m 0O —1 0 (_1)n+lcn+1 —dpi1 (_1)ncnd
-1 0 0 —a _bn+1 b
a prtl —b
b (=1)"c"d nonil il om
= Tiz(m)mTog(m) (=1)"c dpt1 (—1)"Hend
0 0 1
a o —p
b
= Tiz(m)= | (=)™ dpyq 0O
0 0 1
a o0
= [ (=)t dpga 0
0 0 1

Ce qui est bien le résultat voulu.

Lemme 3.11. Soit H € N3, telle que

A
I
S 0 R

b
d
0

= O O

pour certains a,b,c,d € Z. Soient n € Ny et € € {—1,1} tels que b™ = € (mod a). Alors
H" ¢ Qg,m.

Démonstration. Soit H,, € N3 ,, donnée par le lemme précédant. Il suffit de prouver que
H, € Q3. Puisque a = 1 (mod m), il existe k € Z tel que a = 1+ km. En utilisant le fait
que b" = € (mod a), nous déduisons que

—b" — ekm = —¢(1 + km) = 0 (mod a).

De plus, b est divisible par m. Donc —b™ — ekm ’est aussi. Puisque a = 1+ km, a et m
sont premiers entre eux. Par conséquent —b" — ekm est divisible par am. Il existe donc
x € 7Z tel que axm 4 b" = —ekm. De la, posons K,, € N3, telle que

K, = H,Ti2(xm)

a b 0
= ( 1)n+1 n dn 0 Tlg(xm)
0 1
a aa:m—i—b”
pry Cl
0
a —ekm 0
=|c d 0
0 0 1
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pour certains ¢, d’ € Z. La thése est donc équivalente a montrer que K, € Q3 ,,. De méme,
en posant L, € N3, telle que

L, = To1(—€) KT (€)
a —ekm O
= C/ — €a d” 0 T21 (6)
0 0 1
a—e2km —ekm 0
— C// d// 0
0 0 1
1 —ekm O
— C// d// O
0 0 1

pour certains ¢’,d” € Z, il suffit de prouver que L, € Q3. Or, comme L, € SL3(Z),
nous savons que d’ + ec’km = 1. Donc L,, = To1(¢")T12(—€ekm), ce qui conclut la preuve
puisque ¢’ est divisible par m.

]

Avant de pouvoir prouver le cas de base de notre récurrence, prouvons d’abord un lemme
d’arithmétique :

Lemme 3.12. Soient a,b € Z tels que b # 0 et (a,b) = 1. Alors, il existe a’,a" € Zo dans
la progression arithmétique a + tb et n',n” € Ny tels que (n/,n") =1, b" = +1 (mod a')
et b = 41 (mod da”).

Démonstration. Comme au moins un des deux entiers a et b est impair, nous pouvons
distinguer deux cas :

b # 0 (mod 4) ou a= —1 (mod 4) : Sib est divisible par 4, alors a = —1 (mod 4). Donc
par le théoréme de Dirichlet (théoréme 1.5), on peut trouver un nombre premier p
dans la suite arithmétique a + tb tel que p = —1 (mod 4).

Par contre, si b n’est pas divisible par 4 :
Sib=2(mod4)eta=1(mod4), alors les nombres de la forme a + b + 4¢'b sont
toujours dans la progression arithmétique a + tb. De plus, il sont tous congrus a -1
modulo 4 et (a+b,4b) = 1 car a est impair et (a,b) = 1. Donc, par Dirichlet, on peut
trouver un nombre premier p dans la suite arithmétique a+tb tel que p = —1 (mod 4).
Sinon, les nombres de la forme a + b?(—1 —a) + 4t'b sont toujours dans la progression
arithmétique a + tb. De plus, si b est impair, ils sont congrus & a + (-1 —a) = —1
modulo 4 car b = 1 (mod 4). Si b est pair, a est impair et a # 1 (mod 4), donc,
= —1 (mod 4) et b? est divisible par 4. Donc, ils seront tous congrus & -1 modulo
4. Or, (a + b3 (-1 - a),4b) = 1. Donc, par Dirichlet, il existe un nombre premier p
dans la suite arithmétique a + tb tel que p = —1 (mod 4). Dans tous les cas, un tel
nombre premier existe bien.
Puisque p est de la forme a + tb et que (a,b) =1 : (b,p) = 1. Soit n € Ny 'ordre
de b modulo p (voir définition 1.6). Dés lors, comme p est premier, ¢(p) =p — 1 et
donc n | p—1. Soit p— 1 =2°¢;°' - - - ¢; la factorisation premiére de p — 1. On peut
donc dire que (—p,bq1 ---q;) = 1 et (—1,bq; - - - q;) = 1. Toujours par le théoréme de
Dirichlet, on peut trouver deux nombres premiers distincts r et v’ tels que r soit de
la forme —p + tbq - - - ¢; et v’ de la forme —1 + tbqy - - - g;.
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Posons a’ = r7’. Donc a' = (—p)(—1) = a (mod b), d’ott on déduit que a’ est bien
dans la suite arithmétique a + tb. Soit n’ € Ny I'ordre de b modulo a’. On a donc bien
b =1 (mod d).

De plus, n’ | ¢(a’) = (r —1)(r' = 1). Or, comme n | p— 1, les seuls diviseurs premiers
impairs de n sont les gx. Si on peut trouver k tel que g | n/, alors : soit ¢ | r — 1
donc g | p+ 1 ce qui est absurde car ¢ | p— 1; soit ¢ | ' — 1 et donc ¢ | 2, ce
qui est aussi absurde. Donc n et n’ n’ont pas de facteur impair en commun. Si n est
impair, nous avons la thése en posant n” = n et a’ = p.

1 2
Sinon, on pose n” = § et a” = p. Alors, comme (b” ) — 1 est divisible par p,
nous avons bien b"" = £1 (mod a”). De plus, n” est impair car sinon, 4 | n et donc
4|p—1;0r p=—1(mod4). Donc (n”,n’) =1, ce qui achéve le premier cas.

b =0 (mod4) et a=1 (mod 4) : Nous pouvons utiliser le premier cas avec —a et —b
pour trouver —a’ et —a” de la forme —a — tb et n/,n” € Ny tels que (n/,n") = 1,
b = £1 (mod —d) et b = £1 (mod — a”). Donc b = +1 (mod d') et b =
+1 (mod a”), ce qui conclut la démonstration.
O

Prouvons maintenant le cas de base de la récurrence :

Lemme 3.13.
QS,m = N37m-

Démonstration. Nous savons déja que (J3,, C N3 . Prouvons l'inclusion inverse :

Pour ce faire, considérons H € N3, Soit H' la matrice donnée par lemme 3.7. Vu que
To1(m) € Q3,m < SL3(Z), la thése est équivalente & prouver que H' € Q3. De plus, quitte
a remplacer H' par (—Py3)H'(—Py3) ou par (—Pa3) H'(— Ps3), nous pouvons, sans perte de
généralité, supposer que

b 0
H/: d 0 €N3,m7
01

S 0

ou a,b,c,d € Z. Quitte a remplacer H' par Ti3(m)H’, nous pouvons aussi supposer que
b # 0. Comme det(H') = 1, (a,b) = 1. Soient a’,a” € Zy et n',n” € Ny donnés par le
lemme précédant. Posons également t',t” € Z tels que a’ = a +t'b et a”” = a + t"b. Par
ailleurs,

a b 0
Ton(—tH'Tn(t') = (c—at’ d—bt' 0| Tn(t)
0 0 1
a b 0
= d d 0] e NS,m
0 0 1

pour certains ¢, d’ € Z. De plus, puisque " = +1 (mod @), nous pouvons utiliser le lemme
3.11 et en déduire que (T21(—t’)H’T21(t’))"l € Q3,m- Donc Tgl(—t,)H/angl(t,) € Q3,m. Par
conséquent, H™ € Q3.m. De méme, o' e Q3.m- Or (n’,n”) = 1. Donc, par Bézout, il
existe des entiers z et y tels que zn’ +yn” = 1. Donc o™ ¢ Q3,m et o e Q3,m- Donc
H' = H™ " € Qsm.

[l
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Théoréme 3.14. Soient n,m € Ny tels que n > 3. Alors,

Qn,m = Nn,m .

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n grace au lemme précédant et a la
proposition 3.8.
O

3.2 Théoreme de Mennicke

Cette section va avoir pour but de présenter un corollaire du théoréme précédent, dé-
crivant les sous-groupes normaux de SL,(Z). Fixons n € N un nombre naturel tel que
n > 3.

Lemme 3.15. Soit A = (ai;) € SL,(Z) une matrice telle que a;; = 0;; pour tout i,j €
{1,...,n} owi > 2. Alors Tri(a12) € (A)) et To1((a12,1 —a11)) € (4)).

Démonstration. Puisque les n — 2 derniéres lignes de A sont celles de identité, et que
det(A) = 1, nous pouvons dire que ajjass —aj2az; = 1. De plus, si nous posons A~! = (bij),
par la méthode des cofacteurs, nous pouvons dire que b1 = ago, b1o = —aqs, bo1 = —as,
baa = a11 et bj; = bz = 0 pour tout ¢ € {3,...,n}. Or,

a1 a2 a3 a4 ... Qaip
a1 a2 a3 —1 as ... a9
T23(—1)AT23(1> = 0 0 1 T23(1)

0 0 1

ail a2 ai13 + aig a4 ... Qin

a1 a2 as3+azg—1 ax ... ay

~fooo £ (A).

0 0 1

Donc

AT Tog(—1)ATos(1) = I + (az2a12 — a12(ags — 1))e1s + (—agiarz + an(az — 1))eas
=TI+ ajgers + (1 —aqq)ess € (A)).

On peut donc en déduire que

1 a12 1 a12
1 1—am 1
P1oPo3 E Py3Pio = Pio 1—ay1 - Pis
1 1
1
ai19 1

=11-a1 € <<A>>
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Puisque, si z,y € Z,

1 1
z 1 z—y 1
Tos(—1) |y Th3(1) = Y
1 1
et
1 1
x 1 T 1
T3o(—1) |y T3(l)=|y—= ;
1 1

nous pouvons utiliser I'algorithme d’Euclide et en déduire que

To((a12,1 —an)) € (A).

Nous concluons en remarquant que

a2

To1(a12) = Toi((a12, 1 — a11)) azt==0 € ((4)).

Regardons ce qui se passe sur une colonne :

Lemme 3.16. Soit A = (a;j) € SLy(Z) telle qu’il existe k € {2,...,n} tel que axy #
0. Posons d = (a;1,i € {2,...,n}). Alors To1(d) € ((A)) et, pour tout i € {2,...,n},
T (air) € (A)-

Démonstration. Soit B = (b;j) € ((A)) donnée par le lemme 3.5. Donc by; = d et bj; =0

pour tout i € {3,...,n}. Notons B~! = (¢;;). Pour tout r € {2,...,n}, nous pouvons dire
que
bll + brl e blr + brr s bln + brn
d . by . bon
Ty, (1)BTy.(—1)B™! = 0 - b3, o b3y, Ty, (—1)B~!
0 . b o bnn
bll +br1 b1r+brr *bll *brl b1n+brn
d . bor — d e bon
— 0 s b3y e b3n B!
0 . b e bnn

Soit @), cette matrice. Les n — 2 derniéres lignes de @), sont celles de I'identité. De plus,
I'élément en position (2,1) est —deyq et celui en (2,2) est 1 — depo. En transformant cette
matrice par (—P12)Q,(—Pi2) sin = 3 et par P,_1,P12Q,Pi2P,—1, sin > 3, nous obtenons
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une matrice @ = (gi;) € ((A4)) telle que 11 = 1 — deyo, qi2 = —depr et ¢ = 65 si
i,j € {1,...,n} et si i > 2. Donc, par le lemme précédant, Th1(d(cr1,¢2)) € (Q) C (A)
pour tout r € {2,...,n}. Supposons qu'’il existe un nombre premier p tel que p divise
¢r1 et cpg pour tout v € {2,...,n}. Alors, il ne divise ni ¢11 ni c¢j9, sinon il diviserait
det(B~1) = 1. De plus, puisque Y 1, biicio = 0, p divise by et puisque Y v, bojcn = 0,
p divise ba;. Donc, comme b;; = 0 pour tout i € {3,...,n}, p divise det(B), ce qui est
absurde. Donc (¢p1,¢r2,7 € {2,...,n}) = 1. Par Bézout, on peut trouver ko,..., k, € Z
tels que > ', krd(cy1, ¢r2) = d. Donc

[ Zo1(dler, er2)) = Tor(d) € (A).
r=2

De plus, sii € {2,...,n},
a1
To1(d) @ = Toi(ain) € (A).
[l

Dans la suite de cette section, fixons N, un sous-groupe normal de SL,(Z) différent de
{I} et de {£1}.

Définition 3.6. Soit A = (a;;) € N tel que A # £1. Nous noterons
p(A) = (aij, ay —ajj; i,5 € {1,...,n},i# j) € Np. (3.8)

Remarquons que ce p.g.c.d. est bien défini puisque nous avons évité les cas ot A était un
multiple de l’identité.

Exemple 3.2. Si

-5 -6 =3
A=13 -2 —6]| €N,
3 3 1

alors

:U(A) = (_67 _3a 37 _67 37 31 _37 _67 _3) =3.

aij aii—ajj

Définition 3.7. Notons m(N) € Ny le naturel défini par
n(N) = (u(4), A € N\ {£1}). (39)

Nous remarquerons que, la aussi, le p.g.c.d. est bien défini vu que N est différent de {I}
et de {£I}.

Lemme 3.17. Soit A = (ai;) € N tel que A # 1. Alors To1(u(A)) € (A)).

Démonstration. Soit r € {1,...,n}. S’il existe k, € {1,...,n}\ {r} avec ay,, # 0, définis-
sons dr = (a;r,7 € {1,...,n},7 # r). Sinon, posons d, = 0. Par lemme 3.16, T»;(d;) € ((A)).
De méme, si r € {2,...,n}, posons P = (—Pi,)A(—Py,) sin =3 et P= P;jP, AP, Pjj si
n>3ouij€{2,...,n}\{r} sont des indices distincts quelconques. Dans les deux cas,
P € ((A)) et les éléments non-diagonaux de la premiére colonne de P sont les éléments non
diagonaux de la r¢ colonne de A. Donc, par le lemme 3.16, T»;(d,) € (P)) C (A)) pour
tout r € {1,...,n} et Tai(asj) € (A)) pour tout 4,5 € {1,...,n} ot i # j.
Soient i,j € {1,...,n} tels que ¢ # j et a;; # a;;. Posons

B = (bw) = Tij(1)ATi5(=1) € (A)-
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Nous savons que b;; = a;j + aj; — (ai + aj;). Quitte & remplacer B par Py Pj1 BPj1 Py
ou k € {2,...,n}\ {j}, nous pouvons supposer que a;; + a;; — (a;; + aj;) est un élément
non-diagonal de la premiére colonne de B. Par lemme 3.16, T (ai; +aj; —ai —aj;) € (A)).
Donc,

To1(aij + ajj — aii — aji)To1(aji)To1(—aij) = To1(aij + aj; — aii)To1(—aij)
= To1(aj; — aii) € (A)).

Or, comme p(A) = (dy,aj; —ay; 7,1,5 € {1,...,n},i # j), par Bézout, il existe des entiers
kr,kij € Z pour r,i,5 € {1,...,n},i # j tels que

p(A) = kedr + Y kijlag; — ajj).
r=1 ij=1
]
Par conséquent,
Ton(u(A) = [[ Tor(dr)™ - T] Toalajs — aie)™i € (A).
r=1 ij=1
7]
O
Proposition 3.18. Si N <1SL,(Z) est tel que N # {I} et N # {1}, alors Qp mny C N.

Démonstration. Nous devons prouver que T51(m(N)) € N. Par définition de m(N) et par
Bézout, nous pouvons dire qu'il existe t € Ng, Ay,... Ay € N\ {£I} et ki,...k € Z tels
que

m(N) = Z Eipu(A;y).

Or, par le lemme précédant, To1(p(A;)) € (As)) C N pour tout ¢ € {1,...,t}. Donc
t
Tgl(m(N)) = HTQl(IU,(AZ))kl € N.
i=1

O

Nous pouvons en déduire un théoréme sur les sous-groupes normaux de SL,(Z), di a
Mennicke :

Théoréme 3.19 (Mennicke). Soient n € Ng et N < SL,(Z) tels que n > 3, N # {I} et
N # {£I}. Alors, il existe m € Ny tel que Ny, , C N.

Démonstration. Suit immédiatement de la proposition précédente et du théoréme 3.14.
O

Ce théoréme nous dit que si n > 3, tout groupe non trivial de SL,(Z) contient un
sous-groupe de congruence.

Corollaire 3.20. Soient n € Ng et N 9 SL,(Z) tels quen >3, N # {I} et N # {£I}.
Alors |SL,(Z)/N| < +oc.
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Démonstration. Soit m € Ny donné par le théoréme de Mennicke. Comme Ny, ,,, < SLy,(Z),
nous pouvons dire que Ny, ,, < N. Donc, par le Troisiéme Théoréme d’isomorphisme (théo-

réme 1.7), SLy(Z)/N =~ %#. 11 suffit donc de prouver que |SLy,(Z)/Ny m| < +o0.
Pour ce faire, remarquons que si 4, B € SL,(Z) sont telles que A = B (mod m), alors
AB ! =17 (mod m) et donc AN, ;, = BN, . Il 0’y a donc que m valeurs possibles
pour les entrées des matrices de SL,(Z)/Npm- Il y a donc au plus m" éléments dans
SLy(Z)/ Ny m.

g

3.3 Lecasn=2

Le but de cette derniére section est de montrer que le théoréme de Mennicke n’est plus
valide dans le cas n = 2. La démonstration reposera sur un théoréme de Poincaré qui sera
donné sans preuve.

Proposition 3.21. Le groupe des matrices inversibles 2 x 2 sur Z, GLy(Z), peut étre
caractérisé de la facon suivante :

GLy(Z) = {A € Z%% | | det(A)| = 1} . (3.10)

Démonstration. Si A € GLy(Z), alors det(A)det(A~') = 1. Donc det(A) est inversible
dans Z. Les seuls inversibles dans Z étant 1 et —1, nous pouvons dire que |det(A)| = 1.
Nous avons donc bien Uinclusion GLy(Z) C {A € Z?*? | | det(A)| = 1}.

L’autre inclusion est due au fait que 1 et —1 sont inversibles dans Z. On peut donc
construire I'inverse des éléments de {A € Z?*? | |det(A)| = 1} par la méthode des cofac-
teurs.

U
Proposition 3.22. Le centre de GLy(Z) est donné par
Z(GLy(Z)) = {£I}. (3.11)

Démonstration. L’inclusion {1} C Z(GL2(Z)) est évidente. Dans l'autre sens, soit A =
(a;j) € Z(GL2(Z)). Puisque ATi2(1) = Ti2(1)A, nous pouvons dire que A(f + ej2) =
(I +e12)A. Dés lors, Aejg = €124, ce qui donne

0 a1\ _ (a1 a2

0 asy 0 0 '
Par conséquent, a1; = agg et az; = 0. De maniére symétrique, nous pouvons prouver que
a12 = 0. Nous voyons donc que A = aq1/. Dés lors, puisque par la proposition précédente,

det(A) = £1, nous pouvons dire que A € {£I}.
O

Le centre d’un groupe étant toujours un sous-groupe normal, la définition suivante est
légitime.

Définition 3.8. Le groupe projectif général linéaire de dimension 2 sur Z est le
quotient
PGLy(Z) := GLy(Z)/Z(GL2(Z)). (3.12)

46



3.3. Lecas n =2
Pour la suite, définissons trois éléments particuliers de PGL2(Z) :

r= <_01 (1)> {£I}, s = <(1) (1)> {£I}, t = <_01 i) {£I}. (3.13)

Remarquons que ces trois éléments sont d’ordre 2 puisque 1% = s? = t2 = {£I}. De plus,
I’ordre de rs est aussi 2. En effet,

Enfin, ordre de st est 3, puisque
st = <01 D {13, (st)” = (_1 (1)) {£1}, (st)® = {£I}.

Lemme 3.23. Les éléments r,s,t engendrent PGLy(7Z).

Démonstration. Remarquons d’abord que

b — (é D (£} € (r, 5,1).

strs — ((1) 1) <(1) é) (41} = G 2) (£1} € (r, 5, 1).

Donc, par la proposition 3.4, PSLs(Z) C (r, s,t). Or, par la proposition 3.21 et le Troisiéme
Théoréme d’isomorphisme,

De plus,

|[PGLy(Z)/PSLy(Z)| = |GL2(Z)/SLa(Z)| = 2.

Des lors, (r,s,t) = PSLy(Z) ou (r,s,t) = PGL2(Z). Pour conclure, il suffit de remarquer
que r ¢ PSLo(Z) et donc que (r,s,t) = PGL2(Z).
O

Enongons maintenant un théoréme de Poincaré, sans donner de preuve.

Théoréme 3.24 (Poincaré). Le groupe PGLy(Z) est "universel parmi les groupes engen-
drés par trois éléments a, b, c tels que a> = b> = ¢ =1 et tels que les ordres de ab et de be
sont respectivement 2 et 3".

C’est-a-dire, pour tout groupe H contenant a,b,c € H respectant les propriétés citées
ci-dessus, il existe un et un seul morphisme de groupe

a:PGLy(Z) — H
tel que a(r) = a, a(s) =b et a(t) =c.

Démonstration. Voir [4], section IV.F.
O

Dans Isom(R?), le groupe des isométries de R?, considérons trois éléments particuliers.
Soient a, b, c € Isom(R?) les symétries orthogonales d'axes y = 0, z = 1 et y = tan(g )
respectivement. 11 évident que a® = b? = ¢ = 1.
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De plus, nous savons que la composée de deux symétries orthogonales d’axes non paral-
léles, est une rotation dont le centre est le point d’intersection des axes et d’angle égal au
double de I'angle formé par ces axes.

ab est donc une rotation de centre (1,0) et d’angle 7, bc est une rotation de centre
(1,tan(%)) et d’angle —2F et ca est une rotation de centre (0,0) et d’angle =F. Les ordres
de ab, bc et ca sont donc respectivement 2, 3 et 6.

Soient H = (a,b,c) et o : PGLy(Z) — H le morphisme donné par le théoréme de
Poincaré. Posons également 5 : PSLo(Z) — H, la restriction de v & PSLy(Z).

Lemme 3.25.
|PSLy(Z)] Ker(B)| = +oc. (3.14)

Démonstration. Puisque rs,tr € PSLo(Z), les rotations ab et ca appartiennent a Im(/3).
De plus, ab est une symétrie centrale de centre (1,0) et (ca)® est une symétrie centrale de
centre (0,0). Donc, si (z,y) € R?,

[(ab)(ca)®] (z,y) = (ab) (==, —y) = (z + 2,y).

Soit g = (ab)(ca)® € Im(3). Nous pouvons donc dire que g est une translation de vecteur
(2,0). Dés lors, g™ € Im(3) est une translation de vecteur (2n,0), pour tout n € Ny. Ceci
implique que | Im(8)| = 4o00. Or, 8 engendre un isomorphisme tel que PSLs(Z)/ Ker(5) ~
Im(f), ce qui conclut la preuve.

O

Lemme 3.26.
Ker(B) # {{£I}}. (3.15)

Démonstration. Comme B(tr) = ca et que ca est d’ordre 6, nous savons que (tr)® € Ker(5).
Pour conclure la preuve, il suffit alors de remarquer que

@ =y §)

puisque tr = Tho(1){£I}.
]

Nous sommes maintenant préts & montrer que le théoréme de Mennicke n’est pas valide
pour les matrices 2 X 2.

Proposition 3.27. Il existe N << SLo(Z) tel que N # {I}, N # {£I} et
|SLy(Z)/N| = +o0. (3.16)

Démonstration. Soit
N ={A e SLy(Z) | A{£I} € Ker(B)}.

Puisque Ker(f) est un sous-groupe normal de PSLo(Z), il est trivial de vérifier que N <
SLy(Z). De plus, puisque Ker(8) # {{£I}}, nous pouvons dire que {+/} & N. Enfin, par
le Troisiéme Théoréme d’isomorphisme,

SLy(Z)/{x1}
Lo(Z)/N ~ ———————= = PSLy(Z)/ K .
SLa(2)/N = TR — pspa@) e (o)
Donc, puisque, par le lemme 3.25, |PSLy(Z)/ Ker(5)| = +00, nous pouvons en conclure

que |SLy(Z)/N| = +oc.
O
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